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1. Suponga que usted esta interesado en obtener un estimador de la variable Y, a

partir de X;, donde X;es un vector de variables correlacionadas con ;.
a. Sea M(X;)una funcién no restringida de X;. Demuestre que la Funcién de

Esperanza Condicional E(yi |Xi) , es el mejor estimador no restringido de
Y;. (10 puntos)

Solucién:
El mejor estimador es el que minimiza el Error Cuadratico Medio, por lo

tanto, lo que se pide demostrar es: E(y;|x; ) =argmin E[( y; —m(X ))2 |xiJ .
m(x;

Resolviendo el problema de optimizacién:

b. Suponga ahora que E(yi |Xi)es una funcion restringida de X;, tal que

E (Y, |X;) eslineal en un vector de pardmetros b: E(Y,|X;)=X;'b. Donde

b es de dimension kx1. Demuestre que el estimador de Minimos
Cuadrados Ordinarios es el mejor predictor de b dada una muestra de
tamafio N >>Kk . (10 puntos)



Solucion:
Se nos pide demostrar que si E(yi |Xi) es lineal, entonces el estimador de

Minimos Cuadrados Ordinarios sera el mejor estimador del vector de
pardmetros b para una muestra dada. Planteamos el problema en términos

poblacionales: 3 =argmin E[( y, —xi'b)2 |xi]
b

Resolviendo el problema de optimizacién:

oE [( Y, —xi’b)2 |xi} ,
& :E[—in(yi—xib)|xi]:0
-1
:>,B=[E(xixi )} E(x;y;)
Pero el andlogo de la expresidn anterior para una muestra de tamafio n es
justamente el estimador de MCO:

IB’\:[%ixixi 'j %ixiyi =[ixixi IJ ixiyi

Nota: Ya que el Error Cuadratico Medio es igual al sesgo al cuadrado mas la
varianza, como solucién alternativa vale también demostrar que el
estimador de MCO es insesgado y de minima varianza entre los lineales
insesgados (Teorema Gauss-Markov). Sin embargo, este es un camino mas
largo para arribar a la solucién.

c. Suponga ahora que E(yi |Xi) no es lineal. ¢Cudl es la mejor aproximacién

lineal de E(yi |Xi) dada una muestra de tamafio N >>K ? (5 puntos)

Solucion:
Si E(yi |Xi) no es lineal, entonces el mejor estimador lineal de E(yi |Xi)
es Y, =X, ',@, donde ,8 es el estimador de MCO, puesto que como ya se

demostrd en el punto anterior, 8 es el mejor estimador lineal de b.

2. Usted sabe que el modelo correcto esy, =X,8+U,, tal que E(X;u;)=0. Sin
embargo, las variables explicativas estan medidas con un error aleatorio ¢;, de
manera que usted solamente observa: X; = X, +¢,, donde €; es el vector de errores
de medicion. Usted sabe ademas que: E(X,e;)=0, E(ug,)=0y E(eiei'):ze ,

a. ¢Cudl seria el estimador de MCO en funcidn de €;, si usted estima el modelo

observado: y, =X;'3+V. ? Donde V; es la perturbacién aleatoria del modelo
observado. (10 puntos)



Solucion:

Se trata de un problema tipico de endogeneidad por error de medicién. El
estimador de MCO en este caso sera el siguiente:

-1
=(zxixi J inyi
i i
Encontramos ahora una expresion para el modelo verdadero en funcién de

DY =X B+ —( )[3+u =X; f—e,B+U,. Ahora sustituimos en el
estimador de MCO:

B[ Txx] Txy
p=[ x| Tx(xp-epru)
= XX _ foxfﬁ+(2xfxf']_ Zx —e,B+;)

=ﬂ+(lexlj ZX (-e;B+U;)
ﬁ=ﬂ+(zi:xfxf'j_lz(xi+ei)(—ei',8+ui)

¢Cudl es el sesgo asintdtico del estimador de MCO encontrado en el punto
anterior? (10 puntos)

Solucién:

Expresamos el estimador de MCO como funcién de n:

A 2K *lz(xi+ei)(—ei,ﬂ+ui)
p=p+ - '

n n

Por Ley Débil de Grandes Numeros las medias muestrales convergen en
probabilidad a las medias poblacionales:

p— B+E(XX ')_1 E[(x+e)(-e.8+4;)]

Simplificando el dltimo término:



E[x+e ei'ﬂ+ui)]:
~E(xe )ﬂ+E( u)-E(ee’)B+E(eu)
E[ X; +€) ei’ﬁ+ui)]:—E(eiei')ﬂ
Sustituyendo:
oo pE(xx) [-E(ee) ]
B—B+E(XX) (-2,8)

* -1
Por lo tanto, el sesgo asintético es igual a: E(xixi ) (-=.8).

3. De acuerdo con el siguiente modelo,

y=Zf+u
u=pWu+e

Donde e~N(0,0%I,) y |p| < 1. La matriz W es no-estocastica.

a) Demuestre que la interpretacion de los coeficientes es igual en comparacién a un
modelo lineal no espacial.

Solucién:

Para demostrar esto, es importante notar que el modelo es un Spatial Error Model
(SEM). Podemos expresar el modelo de la siguiente forma:

y=Zp+ - pwW)™*

Donde
u=(-pWw)1

Obtenemos el valor esperando de la variable dependiente:
E[Y|Z]=ZB + (I — pW) 1E(¢|2)

Dado que E(g]Z) = 0, es el mismo valor esperado en comparacion a un modelo lineal
estandar.

Para interpretar los coeficientes de regresion estadisticamente, obtenemos la matriz de
derivadas parciales para una variable exdgena k, para corroborar que su estructura
funcional es igual a un modelo lineal estandar. Considerando n observaciones:



(9 . )
01 02Xy Br = O 1 - 0
[6)’11 ayn| 0 -~ By 0 - 1
5x1k axnk

Donde las derivadas cruzadas de la matriz son iguales a cero, y solo los términos de la
diagonal son distintos de cero, evidenciando la no existencia de efectos spillovers
(derrame). Es decir, las observaciones son independientes y los cambios que ocurren en
alguna observacién no afectan al resto de las observaciones.

La Unica diferencia entre el modelo SEM y un modelo lineal esta en el error del modelo SEM,
ya que depende de una matriz W. Sin embargo, debido a los valores esperados son iguales
la interpretaciéon de los coeficientes es igual.

b) Demuestre matematicamente porqué la estimacion de este modelo a través de OLS
pierde sus propiedades éptimas.

Solucién:

Podemos expresar el modelo SEM de la siguiente forma, considerado que (I — pW)u =
eyy—~2B =u,

I-—pW)u=c¢
(I—pW)(y—2p) =«
y—ZB—pWy+WZppB =e¢
Reorganizando la expresién y definiendo y = pf

y=Z+pWy—-WZy+e¢

Desde aqui, debemos demostrar que el término Wy (el rezago espacial) estd
correlacionado con el término de error, lo que produce endogeneidad. Para ello, re-
escribimos la expresién anterior como:

y=U-pW)ZB-WZy)+ I —-pW) e
Obtenemos la covarianza entre el término Wy y el término de error:

E[(Wy)e'] = EIW (U — pW)™H(ZB —WZy) + (I — pW)  e)€']
E[Wy)el =W - pW)™ (ZB - WZy)E[e1+ W(I — pW) T E[ee']

YaqueE[e'] =0



E[(Wy)e'] = W(I — pW) ™ E[ee]
E[((Wy)e'] = E[eglW (I — pW)~*
E{Wy)e] =cZ2W({ — pW) L, #0

Queda demostrado que el error es enddgeno, ya que esta correlacionado el rezago

espacial del modelo. De esta forma, OLS pierde sus propiedades éptimas.

c) éPor qué no es posible usar variables instrumentales para obtener estimadores
consistentes?

Solucién:

Segun Kelejian and Prucha (1998) no es posible aplicar variables instrumentales porque
no es posible encontrar variables instrumentales para Wy, que sean independientes de
ZyWZ.

d) Indique los pasos para obtener los pardmetros del modelo a través de Mdxima
Verosimilitud. ¢Por qué la funcién de log-verosimilitud obtenida no puede ser
maximizada de forma analitica? ¢ Cémo es posible maximizar la expresion?

Solucién:

Paso 1: Asumiendo que u esta normalmente distribuido, se construye la funcién de
verosimilitud.

Paso 2: Se escribe el logaritmo de la verosimilitud. De esta forma, obtenemos la funcién
de soporte.

Paso 3: Maximizamos la funcidn de soporte para obtener los parametros desconocidos.
Estas son las condiciones de primer orden.

Paso 4: Comprobamos que los parametros obtenidos en el paso 3 son maximos.

La funcidon de soporte (la funcién de log-verosimilitud) no es posible maximizar
analiticamente, debido a que es una funcién altamente no lineal. Por tanto, es necesario
obtener el valor de los pardmetros de forma numérica, usando una funcién de log-
verosimilitud concentrada, con respecto a § y o2, para obtener una funcién de log-
verosimilitud en funcidn de p.



